INTRODIVAGAZIONE 
Che cosa e la matematica? 



abbiamo parlato di come si possano tradurre in 

linguaggio delle semplici regole matematiche; come 

pero il Lemma di Zorn si possa rendere in prosa e 

una domanda che mi preoccupa gia da tempo 

W. Herzog, La conquista dell'inutile 



Quando dico che nella vita mi occupo di matematica la maggior 
parte della gente mi guarda come se venissi da un altro pianeta e poi si 
sente in obbligo di aggiungere: "Io della matematica non ho mai capito 
niente..." L'aura che ammanta la matematica sa di rinuncia dehnitiva 
o di incubi adolescelenziali. E' un'aura di rispetto che spesso nasconde 
timore. Molti, infatti, percepiscono la matematica in modo sbagliato 
e pensano che sotto sotto essa serva solo a tormentare gli alunni delle 
scuole di ogni ordine e grado. 

Ma che cosa e la matematica? II logico matematico e scrittore 
di saggi divulgativi Keith Devlin la dehnisce 'scienza dei modelli'. 1 La 
parola 'modello' in matematica non ha certo lo stesso signihcato che ha 
in sartoria. Nondimeno, possiamo pensare al matematico proprio come 
ad un sarto che, di fronte a nuove necessita e nuovi problemi, prova a 
riadattare i modelli gia esistenti e, se nessun precedente modello va 
bene, ne crea uno nuovo. 



cfr. [Devlin(2002)], pag. 95. Dati i miei trascorsi di logico matematico, non 
posso che essere d'accordo con la definizione data da Devlin. 
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La matematica non e, dunque, una semplice serie di deduzioni. 
Non e vero che in essa tutto e stabilito e prefissato da regole precise e 
indiscutibili e che la ricerca matematica non abbia senso proprio perche 
le regole gia esistono. II succo della matematica sta proprio nel mettere 
in discussione le regole, nel proporne altre, nel creare nuovi modelli. E 
questo la rende una scienza viva ed imprevedibile. 

La maggior parte della gente pensa, invece, che la matematica sia 
'lo studio dei numeri' o, al massimo, 'la scienza dei numeri'. Qualcuno 
aggiunge che e una scienza messa al servizio di altre discipline: serve 
a fare i calcoli che poi vengono usati in hsica, chimica, ingegneria, 
medicina, serve per fare scommesse, giocare al superenalotto e alia 
roulette o per capire se il prezzo delle pere e aumentato. Sottintendendo 
che la matematica da sola serve a poco. 

Nell'opinione comune essa e indissolubilmente associata ai numeri 
e ai calcoli e, visto che fare i calcoli e noioso, 2 molti ritraggono la 
matematica come una materia fredda in cui si opera senza fantasia e 
senza contatto con la realta. II matematico, questo extraterrestre che 
perde tempo a fare calcoli, e una persona 'quadrata' che razionalizza 
tutto, che cerca di ricondurre tutto a qualcos'altro e che per questo 
motivo ha sempre la testa tra le nuvole e, alia hn hne, non e molto 
utile visto che non riesce ad affrontare problemi pratici. 

A supporto di questa visione si raccontano varie storielle che hanno 
come protagonisti un matematico, un hsico ed un ingegnere che for- 
mano una triade proprio come l'italiano, il tedesco ed il francese nelle 
barzellette di quart'ordine che andavano di moda qualche decennio fa. 
In queste storielle l'ingegnere e l'uomo con senso pratico che salta subi- 
to alle conclusioni, diametralmente opposto al matematico, con senso 
pratico pari a zero, ma capacita elucubrative a volte al di la dell'utile. 
II fisico rappresenta un po' la mediazione, ma in medio in questo caso 
non s tat virtus: serve solo per formare una triade visto che tre e il 
numero perfetto anche nelle storielle. Qui ne riporto due. La prima 
e chiaramente pro ingegnere, la seconda e considerata pro matematico 
dai matematici, ma dubito che gli altri la pensino cosi. 3 



A dispetto di quanto si possa credere, anche i matematici la pensano cosi 
Non a caso una storiella analoga e riportata nel libello ironico Bluff your way 
in math [Ainsley(1990)] 
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LA SCATOLETTA DI TONNO 
Un matematico, un fisico ed un ingegnere vengono rinchiusi 
in tre stanze uguali. Al centro di ogni stanza c'e una sca- 
toletta di tonno ben sigillata. Dopo una giornata intera le 
tre stanze vengono riaperte. L'ingegnere e riuscito ad aprire 
la scatoletta usando i principi della meccanica ed ha como- 
damente mangiato il tonno. II fisico ha mangiato il tonno, 
ma ha la bocca sanguinante perche ha aperto la scatoletta 
a morsi. II matematico, invece, non si e mosso nelle ulti- 
me 24 ore e con la scatoletta in mano sta pensando: "Ma 
supponiamo per assurdo che la scatoletta sia aperta..." 

LE PECORE DELLA SCOZIA 

Un matematico, un fisico ed un ingegnere stanno attraver- 
sando in treno una landa scozzese. In un campo scorgono 
otto pecore. L'ingegnere, guardandole, dice: "Dal fatto che 
queste pecore sono tutte di color nero potremmo dedurre che 
le pecore della Scozia sono nere." II fisico osserva: "In realta, 
possiamo solo dedurre che in Scozia ci sono otto pecore di 
color nero." II matematico chiosa: "Vi sbagliate entrambi. 
Possiamo solo dedurre che in Scozia esistono almeno otto pe- 
core e che la parte di queste otto pecore che a noi e visibile 
e di color nero." 

Cinica nota en passant sulla prima storiella: se il matemetico vuole 
mangiare il tonno e, quindi, dimostrare come tesi che la scatoletta e 
aperta, non pu6 assumere per ipotesi che lo sia! Evidentemente e una 
storiella raccontata da persone che con il ragionamento per assurdo 
hanno qualche difficolta... 4 

In ogni caso il matematico ha davvero la testa un po' altrove, vede 
cose che gli altri non vedono e non vede cose che altri vedono. Del resto, 
fare matematica senza astrazione e impossibile. La capacita di astrarre 
e una caratteristica della specie umana, secondo alcuni la caratteristi- 
ca fondamentale. Tutti siamo in grado di concepire concetti astratti 



Per sapere di piu sulla dimostrazione per assurdo rimandiamo alia SECONDA 

DlVAGAZIONE 
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come la rabbia, l'amore o cose non esistenti come l'unicorno. L'abilita 
del matematico risiede nell'applicare con familiarita l'astrazione alle 
strutture matematiche. 5 

Gia lo sento, state pensando: "E' il solito discorso... Questo vuole 
dirci che la matematica e un'abilita come tutte le altre e che, sotto 
sotto, siamo noi gli stupidi che ci perdiamo di fronte an che ai calcoli 
phi banali." Assolutamente no. Sarebbe come affermare che suonare 
uno strumento musicale e un'abilita come tutte le altre e che quindi 
sono io lo stupido perche dalla chitarra non riesco a fare uscire neanche 
un do. 

Per fare musica, cosi come per fare matematica, ci vogliono abilita o 
capacita specihche. La musica, pero, tutt* la ascoltano e tutt* hanno 
cantanti, autori o generi preferiti anche senza essere critici esperti o 
esecutori sopraffini. Molte persone, invece, la matematica non sono 
proprio abituati ad ascoltarla, ma, non per questo, non sarebbero in 
grado di farlo o non ne avrebbero desiderio. 

Se non avessi passato serate a raccontar matematica ad amici e 
compagni, a ragazzi iscritti a facolta economiche e umanistiche, se loro 
non mi avessero spinto ad autoformarmi per inserire queste mie cono- 
scenze in un quadro piu ampio, queste divagazioni non sarebbero mai 
nate. Divagazioni e non divulgazioni. Perche non c'e un vulgus da 
rendere edotto ex cathedra, ma una scienza umana, la matematica, da 
far vagare nelle strade e nelle piazze, agli aperitivi e alle cene, in rete e 
nei corridoi delle universita. 

Forse leggendo le divagazioni qualcuno imparera a riconoscere la 
matematica qua e la e ad apprezzarla un po' di piu. E forse quell'aura 
di rispetto potrebbe diventare frutto anche un po' di conoscenza e non 
solo di timore. 

Mio padre diceva che il rispetto pu6 essere conseguenza di cono- 
scenza o di timore. II primo e un rispetto di sinistra, il secondo e un 
rispetto di destra. 

Ma ora basta metadivagare. Divaghiamo seriamente! 

Commons' Lab, Perugia, 4 Febbraio 2010 



5 cfr. [Devlin(2002)], pag. 148 e segg. 
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Uno piu uno non fa sempre due 
Neanche in matematica 



si potrebbero allevare diversi bambini in diversi 

sistemi di pensiero, far credere ad alcuni che due piu 

due non fanno quattro o che la luna e un formaggio, 

poi metterli tutti insieme quando avessero venti o 

venticinque anni 

M. Foucault, Sorvegliare e punire 



Molte persone confondono la matematica con l'aritmetica, (dal 
greco &pi$[i£CO, io conto), il settore della matematica che spiega come 
eseguire addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni o divisioni. 

All'origine di questa confusione ci sono essenzialmente due motivi. 
II primo e di carattere storico. L'aritmetica e stata la prima branca 
della matematica a svilupparsi nel corso della storia dell'umanita: Egi- 
zi, Babilonesi, Cinesi sapevano, infatti, far di conto e si servivano di 
queste abilita per il commercio, l'agricoltura, l'astronomia e tante altre 
attivita. 1 II secondo motivo e di carattere personale. L'aritmetica rap- 
presenta per tutti il battesimo della matematica. Poi molti diventano 
atei o non praticanti... 

Aritmetica richiama alia mente numeri e calcoli, tabelline e riporti. 
Regole precise, risultati indiscutibili. Eppure non e cosi. Non c'e un 



^fr. [Boyer(2000)], capp. 2, 3, 12 
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FlGURA 1. L'aritmetica delle mele e l'aritmetica dei gatti 

modo naturale per eseguire le operazioni aritmetiche, non c'e neanche 
un modo unico per eseguire la somma: la matematica e l'aritmetica 
sono meno 'esatte' di quanto si pensi... 



Aritmetica delle mele e aritmetica dell'orologio 

Tutti sono d'accordo che 6 + 7 = 13. E tutti concordano die il 
risultato non cambia se sto sommando gatti o mele. Se io compro sei 
mele e poi ne compro altre sette, in totale ho tredici mele. Non solo. 
Se compro prima sette mele e poi sei, alia fine ne ho sempre tredici. 
E le cose non cambiano se sostituisco 6 e 7 con due numeri qualsiasi: 
vale cioe la proprieta commutativa, ossia per ogni coppia di numeri 
a e b 

a + b = b + a. 

Siccome che 3 + 4 = 7, siamo tutti d'accordo anche sul fatto che 

6 +(3 + 4) = (6 + 3) + 4. 

Le parentesi indicano le precedenze. Quindi, se il mio coinquilino com- 
pra prima tre mele e poi quattro ed io compro sei mele, abbiamo tredici 
mele in casa. II numero di mele non cambia se io compro prima sei mele 
e poi tre e il mio coinquilino ne compra quattro. 

E se sostituissimo 6, 3 e 4 con tre numeri qualsiasi, l'ordine con cui 
si eseguono le somme non farebbe cambiare il risultato. In linguaggio 
tecnico si dice che la somma verifica la proprieta associativa, cioe 
per ogni terna di numeri a, b e c: 

a+ (b + c) = (a + b) + c 



ARITMETICA DELLE MELE E ARITMETICA DELL'OROLOGIO 




+ 7 ore 




FlGURA 2. L'aritmetica dell'orologio 

Bene... 6 + 7 f a sempre 13. Eppure la seguente frase lascerebbe 
perplesso chiunque: 

La lancetta piccola del mio orologio segna le ore 6 e 
tra sette ore segnera le ore 13 . 

La quasi totalita degli orologi con lancette ha un quadrante che 
indica i numeri da 1 a 12. Se ora la lancetta piccola segna il numero 
6 , tra sette ore segnera il numero 1 . Ma allora, quando si parla di 
orologi con lancette, 6 + 7 = 1 ! 

Cosa c'e che non va? Se analizziamo le proprieta che la somma ha 
nell'aritmetica dell'orologio, non troviamo differenze con le proprieta 
che la somma ha nell'aritmetica delle mele. 

Vale la proprieta commutativa: se ora la lancetta piccola segna il 
numero 6 , tra sette ore segnera il numero 1 e se ora la lancetta piccola 
segna il numero 7 , tra sei ore segnera sempre il numero 1 . 

Vale anche la proprieta associativa: se ora la lancetta piccola segna 
il numero 6, tra sette ore (il risultato di 3 + 4) segnera il numero 1; se 
ora la lancetta piccola segna il numero 6, tra tre ore segnera il numero 
9 e tra altre quattro ore segnera ugualmente il numero 1 . 

II problema sembra chiaro. Dopo le 12 il contatore delle ore va 
azzerato. In matematica si parla in questo caso di aritmetica modu- 
lare. L'aritmetica dell'orologio a lancette e un'aritmetica modulo 12. 
Dodici ore equivalgono ad un giro completo compiuto dalla lancetta 
piccola. Cosi, qualunque sia la sua posizione di partenza, dopo dodici 
ore la lancetta piccola e tornata in quella stessa posizione e 12 e il 
numero piu piccolo di ore per cui questo accade. Scriviamo 

12 = (mod 12) 

e leggiamo 12 uguale (o congruo) modulo 12. 
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Nel nostro modo di misurare il tempo si possono ritrovare altri 
esempi di aritmetica modulare: ogni sessanta minuti il contatore dei 
minuti si azzera ed ogni sessanta secondi il contatore dei secondi si 
azzera. In questo caso si parla di aritmetica modulo 60. 

Proviamo a ragionare modulo 2. Un esempio di aritmetica modulo 
2 e l'aritmetica dell'interruttore. Due sole azioni sono possibili: possia- 
mo premere o non premere l'interruttore. Se premiamo l'interruttore, 
qualcosa cambia: la luce da spenta diventa accesa o viceversa. Se 
non premiamo l'interruttore, non cambia nulla. Ma se premiamo due 
volte l'interruttore in sequenza, ci ritroviamo nella situazione iniziale. 
Proprio come quando sommo 12 ore nell'aritmetica dell'orologio. 

Per ragionare modulo 2 bisogna, dunque, pensare al numero 2 come 
al numero 0. Vale cioe l'uguaglianza (a prima vista inconcepibile) 

2 = (mod 2). 

Ma se 2 = (mod 2), abbiamo che 3 = 2 + 1 = + 1 = 1 (mod 2). 
Anzi tutti i numeri pari sono uguali a modulo 2 e tutti i dispari 
sono uguali a 1 modulo 2. Per convincersi basta pensare che se spin- 
giamo l'interruttore un numero pari di volte non cambia niente, se lo 
spingiamo un numero dispari di volte luce da accesa diventa spenta o 
viceversa. Quindi, di tutti i numeri rimangono solo e 1 nell'aritme- 
tica modulo 2. E quanto f a 1 + 1 modulo 2? Con rapidita e decisione 
scriviamo 

1 + 1 = 2 = (mod 2). 

Incredibile! Pensare che uno piu uno faccia sempre due, come accade 
nell'aritmetica delle mele, e sbagliato: nell'aritmetica degli interruttori 
fa zero! 

Interpretando 1 come l'insieme formato dal solo numero 1 e la 
somma come unione insiemistica si ha che 1 + 1 = 1, ma non c'e 
bisogno di scomodare la teoria degli insiemi per avere un esempio di 
come uno piu uno a volte faccia uno... Basta pensare alle elezioni 
politiche: a volte accade che un partito che ha preso piu del 3% alle 
precedenti elezioni si allei con due partiti che insieme hanno preso piu 
del 3% alle stesse elezioni e che tutti e tre i partiti, ora hnalmente 
riuniti sotto un meraviglioso simbolo unitario, raggiungano solo il 3% 
alle nuove elezioni e rimangano allegramente fuori dal Parlamento... 
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Aritmetica dei debiti e dei crediti 

Abbiamo scoperto die sommare due numeri non da sempre lo stesso 
risultato e questo vi ha lasciati un po' esterrefatti. Abbiamo scoperto 
che ciascuno di noi, senza accorgersene, usa giornalmente l'aritmetica 
modulare per semplici calcoli e questo, forse, vi ha stupito ancor di 
piu. Come e possibile che siamo in grado di eseguire semplici somme 
usando regole di un'aritmetica quasi sconosciuta? 

Una possibile risposta io l'azzardo: anche se danno risultati diversi, 
la somma nell' aritmetica modulare e la somma nell'aritmetica imparata 
a scuola verihcano le stesse proprieta, e questo le rende ai nostri occhi 
ugualmente naturali (o ugualmente difficili) da utilizzare. 

Abbiamo gia visto come la somma nell'aritmetica delle mele e la 
somma nell'aritmetica dell'orologio godano delle proprieta associativa 
e commutativa. Allarghiamo ora i nostri orizzonti e vediamo quali altre 
proprieta entrambi i modi di sommare verihcano, anche se rispondere 
a questa domanda richiede l'introduzione di un po' di formalismo e la 
distinzione tra numeri naturali e numeri interi. 

In quella che abbiamo chiamato aritmetica delle mele, i numeri 
possibili sono quelli appartenenti all'insieme 

N = {0,1,2,3,...} 

che corrispono a mele, 1 mela, 2 mele, 3 mele e cosi via. Questi nu- 
meri sono chiamati numeri naturali. L'insieme dei naturali e inhnito 
perche contiene lo e, per ogni numero n, contiene il numero suc- 
cessive re+1. II matematico tedesco Leopold Kronecker (1823-1891) 
affermava che i naturali sono opera di Dio, mentre tutto il resto della 
matematica e opera dell'uomo. Quel che sembra certo e che nel no- 
stra cervello e codiheato un qualcosa che il neuroscienziato cognitivo 
Stanislas Dehaene ha chiamato senso del numero, su cui si fonda "il 
concetto umano di numero [...] quale proprieta caratteristica di oggetti 
hsici distinti". 2 

La somma nell'aritmetica dei naturali possiede un'operazione inver- 
sa, la sottrazione: se 6 + 7 = 13 allora 13 — 7 = 6. C'e, pero, una 
differenza tra somma e sottrazione: la somma di due numeri naturali 
si pu6 sempre fare, mentre la sottrazione si pu6 fare solo se il secondo 



2 [Devlin(2002)] pag. 58 
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Tre chili di mele. 
Sono tre euro 



Le do cinque euro 




Tre meno cinque nei 
natural i non si pud fare! 




FlGURA 3. Naturali ed interi 

numero non e piu grande del primo. Ad esempio, 3 — 5 non ha senso 
nei naturali: a un negoziante cui sono rimaste solo tre mele, non posso 
chiedergliene cinque. 

E se invece di mele parlassimo di soldi? Mettiamo di dovere tre 
euro al fruttivendolo per l'acquisto di tre chili di mele. Se gli porgiamo 
cinque euro, il fruttivendolo difhcilmente ci dira indispettito: "3 — 5 nei 
naturali non si pu6 fare!" Molto piu probabilmente prendera le cinque 
euro e ci porgera due euro di resto. 

Dal punto di vista del fruttivendolo abbiamo che 3€ di credito 
nei nostri confronti meno 5€ di credito (date da noi) fanno 2€ di de- 
bito nei nostri confronti. Se mettiamo il segno ' + ' quando gli euro 
sono a credito ed un segno ' — ' quando sono a debito, vediamo co- 
me nell'aritmetica degli euro, o meglio dei debiti e dei crediti valga 
l'espressione 

(+3) - (+5) = (-2). 

Se, dunque, davanti a ciascun numero naturale aggiungiamo un ' + ' 
o un ' — ', otteniamo l'insieme dei numeri interi 

Z = {...,-3,-2-l,0,+l,+2,+3,...}, 

detti cosi perche possono essere scritti senza l'ausilio della virgola. II 
simbolo Z deriva dalla parola tedesca 'Zahl', 'numero'. 

L'insieme dei numeri interi e infinito: contiene lo , gli interi positivi 
(i numeri col segno ' + ') e gli interi negativi (i numeri col segno ' — '). 

L'aritmetica degli interi si puo identihcare a ben diritto con l'a- 
ritmetica dei debiti e dei crediti. Numeri negativi per indicare debiti 
e numeri positivi per indicare crediti erano usati per la contabilita in 
India sin dal VII secolo. 3 In Europa dobbiamo attendere la hne del 



3 cfr. [Gullberg(1997)], pag. 72 



ARITMETICA DEI DEBITI E DEI CREDITI 11 

XV sec. per veder comparire i segni ' + ' e ' — ' in un libro di aritmeti- 
ca, il Rechenung auf alien Kauffmannschaft di Johann Widmann, libro 
(neanche a dirlo) destinato ai commercianti, 4 e altri due secoli perche 
tutta la comunita matematica accetti senza piu riserve la possibilita di 
eseguire operazioni matematiche con quantita negative. 5 

Torniamo alia nostra indagine e vediamo che relazione c'e tra interi 
e naturali. 

E' facile rendersi conto che sommare i due interi positivi (+6) e 
(+7) o sommare i due naturali 6 e 7 e la stessa cosa. La somma 
nell'aritmetica degli interi e una estensione della somma nell'aritmetica 
dei naturali. Pertanto, gode anch'essa della proprieta associativa e di 
quella commutativa, cioe [(a + b) + c = a + (b + c)] e [a + b = b + a] , 
qualsiasi valore intero positivo o negativo si dia ad a, b e c. 

Cerchiamo allora di capire quali altre proprieta possiede la somma 
nell'aritmetica degli interi e poi vediamo se anche la somma nell'arit- 
metica modulare possiede le stesse proprieta aggiuntive. 

Come visto i numeri interi si possono ripartire in tre insiemi disgiun- 
ti (senza elementi in comune): l'insieme degli interi positivi, l'insieme 
degli interi negativi e l'insieme costituito dal solo numero 0. Quest 'ul- 
timo e un numero particolare perche per la somma e come se non ci 
fosse, e un elemento neutro. Vale a dire che, per ogni intero a, 

a + = a. 

Dato un intero a, l'intero a' che sommato ad a da l'elemento neu- 
tro si chiama inverso di a rispetto alia somma o, piu brevemente, 
opposto di a. In sostanza 

a + a' = 0. 

L'esperienza ci insegna che 

• l'opposto di e lo stesso ; 



4 cfr. [Boyer(2000)],pag. 325 

Gli antichi greci non concepivano i numeri negativi perche associavano i numeri 
a lunghezze di segmenti e "per circa duemila anni il peso della tradizione geometrica 
della Grecia ritardo l'inevitabile evoluzione del concetto di numero e di calcolo 
algebrico" ([Courant and Robbins(2000)], pag. 30) 
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• l'opposto di (+6) e (—6) e, piu in generale, l'opposto di un 
intero positivo e l'intero negativo che si ottiene sostituendo il 
segno ' + ' con il segno ' — '; 

• l'opposto di (—8) e (+8) e, piu in generale, l'opposto di un 
intero negativo e l'intero positivo che si ottiene sostituendo il 
segno ' — ' con il segno ' + '. 

Tutti gli interi hanno un opposto e questo opposto e unico. Inoltre, 
l'opposto dell'opposto di un numero e il numero stesso. 

Consideriamo ora l'aritmetica modulare. In quella che abbiamo 
chiamato aritmetica dell'orologio, i numeri possibili sono solo dodici e 
cioe 

{0,1,2,..., 11}. 

Ricordiamo che e 12 rappresentano lo stesso numero perche 12 = 
(mod 12). Abbiamo gia visto come la somma modulo 12 verihchi la 
proprieta commutativa e quella associativa. Ora ci chiediamo se esiste 
un elemento neutro e se ogni elemento ha un inverso rispetto alia somma 
modulo 12, ossia ci chiediamo se la somma modulo 12 (che ha come 
bacino d'utenza un insieme hnito di soli dodici elementi) ha le stesse 
proprieta della somma negli interi (che ha come bacino d'utenza un 
insieme infinito di numeri). 

La prima domanda e facile: il numero appartiene all'insieme degli 
interi modulo 12 e funge da elemento neutro anche nella somma modulo 
12. Se sono passate ore, vuol dire che le lancette dell'orologio non si 
sono mosse. 

Passiamo alia seconda. L 'inverso rispetto alia somma di un intero 
modulo 12 e quell'intero che sommato al primo da 0, ovvero l'elemento 
neutro (controllate la dehnizione nel caso della somma negli interi se 
non siete convinti). 

Facciamo un esempio. L'orologio segna le ore 5 ed invece e mez- 
zanotte. Ho due possibilita: posso spingere avanti le lancette di sette 
ore oppure posso spingere indietro le lancette di cinque ore. In en- 
trambi i casi l'orologio segnera l'ora giusta. Visto che 12 equivale a 
nell' aritmetica modulo 12, abbiamo ottenuto le seguenti relazioni: 

5 + 7 = (mod 12) 

5+ (-5) = (mod 12). 

5 ha dunque un inverso. Anzi sembra averne addirittura due! 
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In realta, solo 7 appartiene all'insiemi degli interi modulo 12 ed e 
l'unico inverso di 5 rispetto alia somma modulo 12. E allora perche 
anche (—5) sembra un inverso di 5? Semplicemente perche (—5) e 7 
rappresentano lo stesso numero modulo 12. Infatti, 

7 = 12 + (-5), 

ma siccome 12 equivale a nell'aritmetica modulo 12 , vale che 

7 = 12 + (-5) = + (-5) = -5 (mod 12). 

L'inverso di 5 rispetto alia somma modulo 12 e, dunque, 7. In genere, 
l'inverso di un intero modulo 12 e il suo complemento a 12. 

Se sostituiamo 12 con un generico intero positivo n, possiamo ripe- 
tere per la somma modulo n (che ha come bacino di utenza l'insieme 
nnito formato dagli n numeri {0,1,2, ... ,n — 1}) le considerazioni 
appena effettuate per la somma modulo 12. E cosa otteniamo? Otte- 
niamo che e elemento neutro anche in questo caso e che l'inverso di un 
intero modulo n rispetto alia somma modulo n e il suo complemento 
a n. 

Qual e, quindi, l'inverso di 2 nella somma modulo 4? E qual e 
l'inverso di 20 nella somma modulo 35? 

[RlSPOSTE: L'inverso di 2 nella somma modulo 4 e 2 perche 
4 — 2 = 2. Infatti, 2 + 2 = (mod 4), e quindi due piu due pu6 
far zero anche se la luna non e un formaggio... L'inverso di 20 nella 
somma modulo 35 e, invece, 15 perche 35 — 20 = 15.] 

Quindi, la somma nell'aritmetica dell'orologio verihca le stesse pro- 
priety verihcate dalla somma nell'aritmetica degli interi, benche i nume- 
ri interi siano inhniti e i numeri possibili neH'aritemetica dell'orologio 
siano solo dodici. La stessa cosa si puo dire della somma nell'aritmetica 
modulo n, per qualsiasi intero positivo n. 

Tiriamo le somme 

In questa divagazione abbiamo visto che non c'e un mo do 'natura- 
le' di dehnire l'operazione somma. Anche noi siamo abituati ad usarne 
diversi. Se andiamo a fare la spesa ne usiamo uno, se guardiamo l'oro- 
logio ne usiamo un altro, se accendiamo e spegniamo la luce un altro 
ancora (senza accorgercene). E li usiamo tutti con la stessa naturalezza 
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(o con la stessa difncolta). Questo perche la somma nell'aritmeti- 
ca degli interi, che ci aiuta a fare la spesa e a capire la differenza 
tra debiti e crediti, e la somma nell'aritmetica modulare, che ci 

aiuta a ragionare con le ore, i minuti, i secondi o a capire come fun- 
ziona un interruttore, danno risultati diversi, ma godono delle stesse 
proprieta fondamentali (esistenza di un elemento neutro, esistenza 
dell'inverso di ogni elemento, proprieta associativa, proprieta commu- 
tativa). Tenete a mente questo risultato che sara richiamato in seguito, 
intanto... 

..da prossima volta che qualcuno vi dice che uno piu uno fa sempre 
due sapete come metterlo KO. 

Commons' Lab, Perugia, 4 Febbraio 2010 



SECONDA DIVAGAZIONE 
Euclide, l'orso e il cacciatore 



il triangolo no, non l'avevo considerato, 
d'accordo ci provero, la geometria non e un reato 

da II triangolo, Zerolandia (1978), cantata da R. Zero 



Un cacciatore e in giro per una battuta di caccia. Dopo aver pian- 
tato la sua tenda si incammina verso sud alia ricerca di orsi. Cammina 
per un chilometro e, poiche non trova nulla, decide di deviare verso 
est. Percorre un altro chilometro, ma ancora nulla. Si dirige verso 
nord. Dopo esattamente un chilometro si accorge di essere arrivato al 
punto di partenza da una direzione diversa. Proprio in quel momento 
vede un orso che sta frugando nella sua tenda e gli spara. Mancandolo. 

La domanda e: "Di che colore e l'orso?" 

Bell'indovinello, ma la matematica cosa c'entra? 

Dite la verita, vi aspettavate una domanda diversa, forse una do- 
manda che avesse a che fare con i numeri, visto che questa e una diva- 
gazione matematica ed e difficile scrostare dalla testa della gente l'idea 
che la matematica ha sempre a che fare con i numeri. 

Invece l'indovinello vuole sapere di che colore e l'orso. E perche 
dovremmo essere in grado di stabilirlo con certezza? 

Beh, se l'indovinello e ben posto, la soluzione deve essere unica e 
deducibile dal testo. Nel nostro caso, vuol dire che ci pu6 essere un solo 
punto sulla terra in cui la tenda puo essere stata piantata. Rileggendo 
il testo e facendo uno schema del percorso del cacciatore capiamo che 
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FlGURA 4. II percorso del cacciatore 

c'e qualcosa che non torna. II cacciatore si muove un chilometro verso 
sud, poi uno verso est ed uno verso nord. A questo punto si dovrebbe 
trovare un chilometro ad est del punto di partenza ed, invece, si trova 
esattamente al punto di partenza. Com'e possibile? 

Un attimo. II ragionamento di prima non fa una piega se siamo su di 
un piano, ma la nostra terra e sferica. Anzi, come direbbero i geologi, la 
terra e un geoide, ma quando gli spostamenti considerati sono minimi 
rispetto alia sua circonferenza massima (un chilometro lo e) la terra puo 
essere assimiliata ad una sfera. La chiave e proprio questa. Se la tenda 
fosse stata posta all'Equatore il cacciatore si sarebbe effettivamente 
ritrovato un chilometro ad est del punto di partenza. Posizionando la 
tenda sempre piu su lungo i paralleli vediamo che la distanza tra punto 
di partenza e punto di arrivo diminuisce. Infine, se la tenda e posta 
al polo Nord punto di partenza e di arrivo coincidono (vedi Figura 4). 
L'orso non puo che essere bianco perche al Polo ci sono solo orsi bianchi. 



Indovinello risolto. Per risolverlo abbiamo usato un ragionamento 
di tipo geometrico: abbiamo costruito un triangolo su una sfera. Un 
triangolo equilatero, dato che nelle tre direzioni sud, est, nord il caccia- 
tore percorre cammini di pari lunghezza. I suoi tre lati, inoltre, non so- 
no sovrapposti visto che il cacciatore arriva al punto di partenza da una 
direzione diversa da quella che ha preso all'inizio. Ma a ben guardare 
qualcosa di sospetto c'e. Un triangolo equilatero ha sempre tre angoli 
uguali. Pertanto, an che i tre angoli di questo triangolo devono essere 
uguali. Ma quanto misura ciascuno di essi? II cacciatore cambia dire- 
zione da sud ad est e da est a nord voltandosi di un angolo retto (90° ). 
Quindi, ognuno dei tre angoli misura 90° la so mm a degli angoli interni 
del triangolo descritto dal cacciatore e ben 90° + 90° + 90° = 270° ! 
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"Eppure giurerei di aver sentito a scuola un teorema che afferma 
che la somma degli angoli interni di un triangolo qualsiasi e 180°. 
Ma questa deve essere un'altra fandonia insegnata da insegnanti comu- 
nisti nella scuola pubblica che la nostra ministra Gelmini finalmente 
riformera!" 

Chi ricorda quel teorema ricorda bene l'enunciato, ma dimentica 
che a scuola si studia la geometria del piano, la cosiddetta geometria 
euclidea. Nella Prima Divagazione abbiamo visto come non esista 
un solo modo di sommare o non esista una sola aritmetica, a differenza 
di quanto uno sospetti. In questa divagazione vedremo che non esiste 
solo la geometria del piano, ma che ne esistono tante altre. 

L'argomento trattato non e semplice, ma mio obiettivo e farvi co- 
gliere un po' dello spirito e del funzionamento della geometria che si 
incontra a scuola, di quella che si incontra inconsapevolmente tutti i 
giorni e di quella che si incontra solo a volerla cercare. 

Le regole del calcolo geometrico 

La geometria (dal greco y£to[JL£Tp£CO, io misuro terreni) e il settore 
della matematica che studia le hgure, le curve, le superhci e le loro 
proprieta, quali la forma, la lunghezza, l'estensione. La geometria si 
interessa anche di come cambiano queste proprieta se figure, curve o su- 
perfici sono soggette, ad esempio, a traslazioni, rotazioni, ribaltamenti 
o deformazioni. 

A scuola si studia quasi esclusivamente, la geometria euclidea, 
chiamata cosi in onore di Euclide, matematico greco del III sec. a.C. 
autore de Gli Elementi, il primo trattato di geometria a noi interamente 
pervenuto. 

II connubio scuola-geometria fa venire in mente triangoli, quadrati 
e i famosi problemi... "Belli quelli delle scuole medie! Applicavi il 
teorema di Pitagora, le formule per determinare l'area e trovavi la 
soluzione! Incomprensibili, invece, quelli delle superiori! Chiedevano 
di dimostrare cose tanto strane che spesso non si riusciva neanche a 
fare il disegno!" 

In effetti la differenza tra i problemi delle medie e quelli delle su- 
periori sembra abissale. I calcoli aritmetici, assoluti protagonisti alle 
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retta 



piano 




due rette si dicono incidenti se 


si chiama angolo piano (mi- 


hanno esattamente un punto in 


nore di 180°) una qualunque 


comune 


delle quattro porzioni di pia- 




no individuate da due rette 




incidenti 



FlGURA 5. Enti primitivi ed enti derivati 

medie, alle superiori spariscono quasi completamente. Acquista, inve- 
ce, importanza un calcolo di tipo diverso, un calcolo die richiede un 
mo do piu complesso di ragionare e la capacita di scegliere il giusto ri- 
sultato da applicare o la giusta osservazione da fare, un calcolo che non 
opera sui numeri, ma su rette angoli e segmenti ed i cui risultati non si 
ottengono eseguendo operazioni aritmetiche, ma eseguendo deduzioni 
logiche: il calcolo geometrico. Ogni risultato in geometria euclidea 
si ottiene attraverso questo particolare modo di ragionare. Vediamo a 
grandi linee come funziona. 

Gli oggetti su cui il calcolo geometrico opera sono gli enti geo- 
metrici: 'punto', 'retta' e 'piano' sono enti fondamentali, tutti gli 
altri enti si chiamano derivati perche si possono definire combinan- 
do tra loro enti fondamentali e enti derivati precedentemente definiti. 
In Figura 5, ad esempio, l'ente derivato 'rette incidenti' e definito di- 
rettamente a partire dagli enti fondamentali 'punto' e 'retta', mentre 
l'ente derivato 'angolo piano' [minore di 180°] e definito tramite l'ente 
fondamentale 'piano' e l'ente derivato 'rette incidenti'. 1 



La definizione di 'angolo piano' riportata in Figura 5 e modellata su quella 
data da [Euclide(2007)] pag.6, def.8 
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Enunciato: 

T e un triangolo equilatero; 

Teun triangolo isoscele 

per via diretta 

per assurdo 

[assumiamo VERA I'Ipotesi] 

T e equilatero 

[dalla definizionej 

T ha tre lati uguali 

[deduciamo che] 

T ha almeno due lati uguali 
T e isoscele 

I'Ipotesi e VERA, la Tesi e VERA] 
. Tesi e FALSA, I'Ipotesi e FALSA] 

T non e equilatero 

T non ha tre lati uguali 

T ha lati di misura diversa 

T non e isoscele 

[assumiamo FALSA la Tesi] 
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T NON ISO 
1 DEF 

LATI DIS 
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VERA TESI 




FALSA IPO 



FlGURA 6. Dimostrazioni dell 'enunciato: "Se T e un 
triangolo equilatero, allora T e un triangolo isoscele" 

Le proprieta degli enti fondamentali sono regolate dagli assiomi 
(dal greco &c;i6g), io ritengo conveniente), affermazioni la cui validita e 
evidente di per se, ma non e dimostrata. 

Gli altri risultati possono essere ottenuti solo attraverso teoremi. 
Ciascun teorema ha un enunciato e una dimostrazione. Nell'enun- 
ciato si spiegano le ipotesi di partenza ed il risultato (la tesi) che si 
vuole ottenere. La dimostrazione e costituita da tutti i passaggi logici 
che collegano l'ipotesi con la tesi ed e la parte piu importante di un 
teorema. 

Ho usato la parola ibrida 'collegamento' perche ci sono due modi 
per collegare ipotesi e tesi di un enunciato: 

• la dimostrazione avviene per via diretta se si assume vera 
l'ipotesi e con deduzioni logiche si arriva a dimostrare la verita 
della tesi; 

• la dimostrazione avviene per assurdo se si assume come falsa 
la tesi e con deduzioni logiche si arriva a dimostrare la falsita 
dell'ipotesi. 

II mo do migliore per capire la differenza tra i due metodi e prendere 
un enunciato (possibilmente banale) e provare a dimostrarlo sia per via 
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diretta che per assurdo, come fatto in Figura 6. 

In confronto all'aritmetica, la geometria euclidea sembra avere re- 
gole ancora piu certe ed induscutibili: partendo dagli assiomi, evidenti 
di per se, si possono ricavare attraverso deduzioni logiche tutti i teoremi 
validi. Ma allora perche esistono piu geometrie? 

Storia di un postulato che non voile esser dimostrato 

Quante volte, per sostenere un esame universitario, vi e capitato 
di studiare su libri, magari fotocopiati, scritti dal professore titolare 
dell'esame stesso? 

E' strano pensarlo, ma Gli Elementi sono nati in circostanze simili: 
Euclide si dedico alia loro stesura per fornire ai suoi studenti del Mu- 
seo di Alessandria un manuale introduttivo di geometria. Circostanze 
simili, non identiche visto che ai suoi tempi i libri erano scritti a mano 
ed i docenti non potevano stringere amicizie con gli editori. 

Data la funzione prevalentemente didattica, Euclide voleva che ogni 
risultato enunciato ne Gli Elementi fosse anche dimostrato e che i pas- 
saggi logici in ogni dimostrazione fossero conseguenza di risultati gia 
precedentemente dimostrati. II matematico greco sapeva dalla lezione 
aristotelica che non poteva dimostrare tutto e che era necessario as- 
sumere a monte la validita di alcuni principi. Principi che andavano 
divisi in nozioni comuni (in greco, xoival Ivvoiai), ossia proposizioni 
non dimostrabili che enunciavano delle verita comuni a tutte le scien- 
ze, e postulati (in greco, ociTr^orra), ossia proposizioni necessarie ai 
hni del discorso che si stava per affrontare, ma di cui non si dava una 
dimostrazione. 2 

Egli inseri quattro nozioni comuni ed i seguenti cinque postulati: 

I. Tra due punti qualsiasi e possibile tracciare una [sola] retta 
II. Si puo prolungare un segmento di linea retta indefinitamente in linea 
retta 

III. Si puo descrivere un cerchio con qualsisi punto come centro e qualsiasi 
lunghezza come raggio 

IV. Tutti gli angoli retti sono uguali 

V. Se una retta taglia altre due rette determinando dallo stesso lato angoli 
interni la cui somma e minore di quella di due angoli retti, prolungando 



2 cfr. [Aristotele(2003)] 72 b 5-76 b 34, [Euclide(2007)] pag. 7 
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I postulato 
II postulato 

III postulato 

IV postulato 
V postulato 
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FlGURA 7. I cinque postulati di Euclide 

le due rette, esse si incontreranno dalla parte dove la somma dei due 
angoli e minore di due retti 



Basta solo uno sguardo per notare tra i primi quattro postulati ed 
il V una grande differenza (vedi Figura 7). 

I primi quattro postulati sono semplici da capire. I, III e IV sta- 
biliscono regole fondamentali: una geometria senza la possibility di 
tracciare linee rette o circonferenze o in cui due angoli retti non sono 
uguali sembra davvero improponibile. II II postulato stabilisce a priori 
che i segmenti si possono prolungare indefinitamente lungo una retta e 
che quindi le rette hanno un'estensione illimitata. Anche il V postulato 
stabilisce a priori una proprieta delle rette, ma questa proprieta e non 
banale visto che spiega cosa accade quando tre(!) rette si incontrano. 

In effetti, alio stesso Euclide il V postulato non piaceva, ma si 
era convinto ad inserirlo perche non era riuscito a dedurlo dagli altri 
quattro. Poco male. Senonche... 

Gli Elementi ebbero sin da subito una diffusione che andava al di 
la delle aspettative dello stesso autore e divennero un modello da se- 
guire, un classico da studiare e quasi da venerare. I fondamenti della 
geometria, cosi ben descritti nell'opera euclidea, non erano messi in 
discussione, compreso quel V postulato che stonava un po' con il resto, 
ma solo perche nessuno era riuscito a trovare la giusta via per dedurlo 
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dagli altri quattro. A distanza di venti secoli i matematici considerava- 
no ancora Gli Elementi come la Bibbia della geometria e il V postulate* 
come una macchia su una delle prime pagine di questa Bibbia. 

II matematico gesuita Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) de- 
cise di farla linita con questa onta per Euclide e si dedico anima e corpo 
al problema del V postulate Nel 1733 usci l'opera dal titolo altisonan- 
te Euclides ab omni tkevo vindicatus, ovvero Euclide riscattato da ogni 
difetto. Saccheri era convinto di aver dimostrato per assurdo che il 
V postulato e conseguenza degli altri quattro. Ahilui, la dimostrazio- 
ne era sbagliata, ma proprio questo suo sbaglio gli ha aperto le porte 
deH'immortalita matematica! Vediamo perche. 

Saccheri provo a dimostrare che se il V postulato e falso, allo- 
ra almeno uno degli altri quattro postulati e falso. Nel corso della 
dimostrazione arrivo ad un trivio che, per semplicita, presentiamo cosi: 

(A) La somma degli angoli interni di un triangolo e sempre 180° 

(B) La somma degli angoli interni di un triangolo e maggiore di 180° 

(C) La somma degli angoli interni di un triangolo e minore di 180° 

Triangoli, angoli e gradi. Eccoli che ritornano! 

Abbiamo gia ricordato nel primo paragrafo il teorema studiato a 
scuola che afferma che la somma degli angoli interni di un triangolo e 
sempre 180°. L'ipotesi (A) coincide, quindi, con la geometria euclidea. 
Obiettivo di Saccheri era pertanto dimostrare che se l'ipotesi (B) o 
l'ipotesi (C) erano vere, allora era falso uno dei primi quattro postulati. 

Saccheri in effetti mostro che, supporre vera l'ipotesi (B) contrad- 
diceva il II postulato: in una geometria in cui la somma interna degli 
angoli di un triangolo supera i 180° e pu6 essere, ad esempio, 270°, 
un segmento non si puo prolungare indehnitamente e, quindi, tutte le 
linee rette hanno un'estensione hnita. 

Ma un attimo... la somma degli angoli interni del triangolo descritto 
intorno al polo Nord dal cacciatore in Figura 4 e proprio 270° ! 

E cosa accade se le rette hanno un'estensione hnita? Accade che, 
partendo da un punto e muovendosi sempre lungo una direzione prehs- 
sata, cioe lungo una specihea retta passante per quel punto, si ripassa 
necessariamnente da un punto da cui si e gia passati (altrimenti la retta 
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scelta avrebbe un'estensione non finita)... Quello die (con buona ap- 
prossimazione) succede sulla Terra se ci muoviamo, ad esempio, lungo 
l'equatore o lungo un qualsiasi meridiano! 

Felice del risultato parziale ottenuto, il matematico Saccheri non 
si era accorto del piccolo passo che lo avrebbe condotto a scoprire per 
primo la geometria della sfera! Felice di aver parzialmente riscattato 
dall'onta la Bibbia euclidea, il gesuita Saccheri non si era accorto che la 
Terra su cui poggiava i piedi non rispettava tutti e cinque i postulati! 

A questo punto non rimaneva che occuparsi dell'ipotesi (C). Ma 
il buon Saccheri non riusci a dedurre dall'assunzione di questa ipotesi 
nessuna contraddizione logica ai primi quattro postulati. Al contrario, i 
suoi ragionamenti sfociavano in una serie di risultati non intuitivi. Poco 
convinto della palude in cui era finito, il matematico italiano chioso 
con la frase: "[L 'ipotesi (C)] e assolutamente falsa, poiche ripugna alia 
natura della linea retta." Saccheri era incorso in una petitio principii, 
una fallacia di presunzione 3 : stava implicitamente assumendo che la 
retta per natura non poteva verihcare i risultati che aveva lui stesso 
dedotto! 

La cieca volonta di non mettere in discussione il V postulato, la 
percezione della geometria euclidea come atto di fede e non come teoria 
scientifica impedirono a Saccheri di comprendere la potenza innovativa 
dei risultati ottenuti. 

Un secolo piu tardi Janos Bolyai (1802-1860) e Nikolaj Lobacevskij 
(1792-1856) non ripeterono lo stesso errore e diedero alia luce, quasi 
contemporaneamente, due esempi di geometrie in cui il V postulato 
non vale. Dopo duemila anni di immobilita erano nate le geometrie 
non euclidee ed era iniziato un processo irreversibile di ridehnizione 
del concetto stesso di geometria. 

A distanza di soli venti anni Bernhard Riemann (1826-1866) in- 
trodusse quella che oggi e nota come geometria riemanniana, che 
spiega che ogni superficie ha una propria geometria intrinseca e che 
la geometria euclidea del piano o la geometria non euclidea della sfera 
sono solo casi particolari. 

E poi nella dissertazione Uber die Hypothesen, welche der Geometrie 
zu Grunde liegen, pronunciata nel 1854 all'Universita di Gottingen, 



cfr. http: //it . wikipedia. org/wiki/Classif icazione_delle_f allacie 
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lo stesso Riemann suggeri che in futuro "la geometria non [avrebbe 
dovuto] trattare o di punti o di rette o di spazio nel senso ordinario, 
ma di insiemi di ennuple ordinate che vengono raggruppate secondo 
certe regole" . 4 

La geometria aveva definitivamente compiuto il salto dalla mono- 
liticita euclidea alia poliedricita che Saccheri aveva alio stesso tempo 
scoperto e negate 

Per due divagazioni passa una linea retta 

Nella precedente divagazione abbiamo scoperto che non esiste una 
sola aritmetica, in questa che non esiste una sola geometria, ma che ne 
esistono tante. Nella prossima vedremo che un modo per vederle tutte 
a partire da una identica visuale e stato individuato, ma si fonda su 
proprieta algebriche. Un po' come dire che non esiste una sola sinistra, 
ma ne esistono tante e un modo per raggrupparle sotto una identica 
visuale forse esiste, ma non e all'interno della sinistra stessa. 

"Basta con questi discorsi da sepolti dalla storia! Piu che altro, 
quali sono queste proprieta algebriche?" 

Va bene, va bene, del disseppellimento ne parliamo un'altra vol- 
ta. Per saperne di piu su Klein e sul nuovo modo di interpretare la 
geometria da lui introdotto consiglio, invece, di attendere la prossima 
divagazione. 

Commons' Lab, Perugia, 18 Febbraio 2010 



[Boyer(2000)], pag. 625. Una ennupla ordinata e una sequenza di n numeri 
reali in cui conta Pordine: (1,2) e una coppia ordinata (n = 2), (1,2,3) e una 
terna ordinata (n = 3) e cosi via. Dire che conta l'ordine equivale ad affermare nel 
caso n = 2, ad esempio, che le coppie ordinate (1,2) e (2,1) sono distinte. Per 
chi ha qualche reminiscenza scolastica, il piano cartesiano e proprio Pinsieme delle 
coppie ordinate. 
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